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摘 要 : 利用 极限 理论 与 延 拓 方 法 ， 研 究 了 捕食 -被 捕食 二 维 Lotka-Volterra 模型 在 有 限时 间 内 的 持续 生 
存 与 绝 灭 问题 ， 即 8 持续 生存 与 8 绝 灭 问题 。 所 得 结论 表明 : 种 群 的 8 持续 生存 和 B68 绝 灭 与 种 群 
的 初始 数量 有 关 。 在 一 定 条 件 下 ， 只 要 控制 食 饵 种 群 与 捕食 种 群 的 初始 数量 在 一 定 范围 内 ， 即 可 
保证 两 种 群 永远 6 持续 生存 。 
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对 于 由 Logistic 方 程 所 描述 的 一 维 种 群 模型 和 由 二 维 Lotka-Volterra 方 程 所 描述 的 两 种 群 
模型 ， 由 解 的 唯一 性 知 : 从 任 一 正 初始 值 出 发 的 解 都 不 可 能 在 有 限时 间 内 变 为 零 ， 反 映 在 生 
物 学 上 即 表 示 种 群 不 可 能 在 有 限时 间 内 绝 灭 。 但 在 实际 中 ， 如 果 环 境 中 毒素 浓度 很 大 ， 或 种 
群 的 数量 少 于 一 定 的 限度 ， 种 群 就 将 无 法 生存 而 很 快 地 绝 灭 。 因 此 ， 有 必要 研究 种 群 在 有 限 
时 间 内 的 持续 生存 与 绝 灭 问 题 ， 即 6 持续 生存 与 6 绝 灭 问题 [3 。 本 文 研究 了 捕食 -被 捕食 二 
维 Lotka-Volterra 模 型 的 8 持续 生存 与 8 绝 灭 的 问题 ， 给 出 了 B 持 续 生 存 与 8 绝 灭 的 一 些 充分 
条 件 。 


2 ”定义 及 引 理 
定义 1 对 于 给 定常 数 8 > 0， 如 果 当 0 <+<T(0< 了 < +o0) 时 ， 有 
z(t) >p, lim z(t)=h, 


则 称 种 群 z(t) 于 时 刻 工 在 种 群 水 平 B 上 走向 绝 灭 ， 或 称 6 绝 灭 ， 如 果 种 群 z(t) 在 [0,T] 上 的 任 
一 时 刻 均 不 8 绝 灭 ， 则 称 种 群 z(t) 于 [0, 了 TI] 上 在 种 群 水 平 8 上 持续 生存 ， 或 称 68 生 存 。 
考虑 如 下 两 种 群 Lotka-Volterra 模型 


dz1 
可 = 一 Zr 一 olzl 一 a1272) 
t 
(M) (1) 
人 一 ao2lZ1 ~ Q2272) 
dt 2(721 一 Q2171 一 Q22T2 
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其 中 oil > 0, a22 > 0， 即 种 群 Z1(t)，z2(t) 均 为 密度 制约 的 。 当 参数 a12 > 0, az1 < 0 时 ， 称 模 
型 (MM) 为 捕食 -被 捕食 系统 (并 假设 rii > 0, r21 < 0， 即 捕食 者 xz2(t) 仅 以 食 饵 z1(t) 为 食 )。 
为 书写 方便 ， 引 入 以 下 记号 : 记 


Q11 Q12 
疾 三 ， A = det(A) = a11022 一 al2a21， 
Q21 Q22 
1 /t 
Al = a22711 一 al12721， A2 = Q11721 一 Q21711) (Z) 过 i/ x(s)ds, 
0 


(ZT)* 一 kin (7) = liminf(z), (x)* = dim (7) = lim sup(z)， 
一 oo 9 oD t 一 oo 
并 假设 A > 0, Al > 0, As > 0， 即 假设 模型 (M) 中 的 z1(t)，z2(t) 是 永久 持续 生存 的 内 。 
引 理 1 外 ”捕食 -被 捕食 系统 (M) 从 第 一 象限 出 发 的 解 均 有 界 ， 且 最 终 一 致 有 界 。 
3 ”主要 结果 


定理 1 考虑 捕食 -被 捕食 系统 (M)。 
1) 对 于 食 饵 种 群 x1(t)， 当 B < 鲍 ， Q11Q22 十 Q12Q21 之 0 时 ， 若 


Al 一 alla 7 alli(alla220 一 人 rij—a 
B<a(0) < -up ru ulenomp AD (0) < roub 
一 Q21Q12 Q12 —Q12021 Q12 


则 zi 区 永远 8 持续 生存 。 
2) 对 于 捕食 种 群 z2(t)， 当 B < 儒 ， Q11Q22 十 Ql2Q21 之 0 时 ， 车 


Q226 一 721 <zi(0)< + a22(A2 一 a110220) 8 < z2(0) < A2 一 alla220 
一 021 Q21 Q12021 一 Q12Q21 
则 zz 人 地 永 远 G 持 续 生 存 。 
证 明 1) 由 
A 1 1 
2 > 0 一 入 < Bs 
所 以 8 < ep 由 
Re 2 本 
A alla22 
A 
所 以 el < i 
(I) 考虑 


711 ，all(alila220 一 Al 
一 一 十 outonazz 一 Al > 0 
Q12 一 CQ12CQ21 


时 ，(i) ”首先 证 明 如 下 命题 。 若 


A a 
1 一 Q110220 TH | on(ana22p Al) < x2(T) < r11 — Q116 


3 ee 
一 Q21G12 Q12 一 ai2a21 a12 


则 存在 6 > 0， 使 得 te [T,T+ 引 时 ， 上 面 的 式 子 也 成 立 。 


B<Zz1(T)< 


» 
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因为 z1(T) > 8， 所 以 存在 51 > 0， 使 得 ie [T,T 十 5 时 ，z1(t) > GD。 若 


z2(T) 3 TI1 十 (onesap 一 Al1) 
Q12 一 Q12Q21 
则 存在 0 < 6 < bj ， 使 得 ie [也 ,全 十 9] 时 


一 人 
Bat nl 了 all(alla220 一 Al) 
12 


一 afza21 
若 
za(T) = + 0228 — A 
212 一 0120Q21 
则 
dz a ee 
各 
一 A 
> za(T){r2t — 0218 — 022| + es A 
212 一 212Q21 


za(T) . 2 (Al -Ap) > 0. 


一 QC12Q21 


所 以 存在 5 > 0 (5 < 51)， 使 得 te 加, 工 十 9 时 


all(alla220 一 Al) 


?11 
z2(t) 之 二 网 
Q12 一 G12Q21 


所 以 在 也 下 十 6] 上 可 得 


dz1 rl ，alil(alila220 ~ A1) 
< 711711 一 QT1 一 0Q12| 一 十 一 一 一 一 一 一 
dt a 一 Q12Q21 


I 人 


Al 一 alla220 
一 -一 一 一 2Z1)， 


Q117T1 ( 
一 Q12Q21 


又 因为 


Al 一 alila220 


1 (T) < 
一 Q12Q21 


所 以 由 微分 方程 比较 定理 回 知 


Al 一 alla220 


Xi1{(t) < 
:的 和 一 Q12Q21 
所 以 可 得 
dz2 Al 一 alla220 7rll 一 Q110 
Re 2 iit 二 de 5 
dt = va{ra Q21 pp a2272} a2272 ( rs z2) 
因为 
z2(T) < T11 = 
Q12 
所 以 8 
za 人 < 711 一 Q11 


CQ12 
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(证明 (中式 子 可 无 限 延 拓 下 去 。 否 则 ， 设 (i) 中式 子 仅 能 延 拓 到 某 个 开 区 间 [0,7) 上 ， 
且 由 人 的 证 明知 
711 — Q118 


Xz1(7) =B, x2(7) < 
1 


所 以 在 [0,m] 上 可 得 


dz1 T7111 — Q116 
一 一 之 21 (ca — Q117T1 一 Q12， 二 一 ) = Qll71(O 一 2Z1)， 
dt Q12 


又 因为 zi(0) > 6， 所 以 z1(t) > B, te (0, 中]， 则 有 zi1(m) > B。 了 矛盾 ! 
由 (i) 和 (i) 的 证 明知 z1(t) 永 远 8 持 续 生 存 。 
(ID 考虑 


一 人 
的 all(alla220 1) <0 


2 
Q12 一 QQ12Q21 


时 ， 此 时 对 任意 的 t€ [0, +oo) 


人 all(allaz20 一 Al) 
Q12 一 a22a21 


显然 成 立 ， 所 以 在 [0,+oo) 上 可 得 


d alla220 — Al ) 
对 < m1{r Q11T1 oa| 二 十 eu(ene22p 一 人 1) 0 2 |} 
Al — a11422B 
= Q11T1 (人 > z1). 
又 因为 
Ai1— 
“0 A 
所 以 由 比较 定理 知 A 7 
一 allia 
A a 
所 以 可 得 8 
< oozzz( 人 加 z2). 
因为 
m0) < i, 
所 以 
711 — Q116 
zx2(t) < a 
则 有 和 
> allzZi(O — 71). 
又 因为 £1(0) > 6， 所 以 zx1(t) > Die[0,+oo)。 即 : zi 办 永远 8 持续 生存 。 
2) 的 证 明 与 1) 类 似 ( 略 )。 


定理 2 考虑 捕食 -被 捕食 系统 (2)。 
1) 车 8 > 冬 ， 则 zai(b) 在 有 限时 间 内 有 绝 灭 。 
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2) 当 @j1Q22 十 Q12Q21 > 0 时 ， 若 B > Se 则 zz(#) 在 有 限时 间 内 6 绝 灭 。 
证 明 1) 利用 反 证 法 。 假 设 t€ [0, 十 oo0) 时 ，z1(t) > 6， 则 


lim T(t) 28>0. 


再 由 引 理 1 知 z1(t) 有 界 ， 所 以 
rm lInz1(t) — In x1(0) es 


五 0. 
t 一 十 co t 
把 式 (1) 变形 得 
J 3 el) = 711 — Q11(21) — a12(72), (2 
In x2(#) — In 22(0) = 721 一 Q21(Z1) — a22(72). (3 


t 
用 式 (2) 乘 以 (-azz) 并 加 上 式 (3) 乘 以 a12， 得 


2 一 op 一 =A.(zi) 一 A 人 1. (4) 
因为 
i 
t 一 十 oo 


ln x2(t) — ln x2(0) 
t 


ln x1(t) ~ ln x1(0) 
t 


I 人 


al12 lim 一 Q22 lim 
es 00266 


一 Q12 lim 
t 一 十 Co 


所 以 对 (4) 式 两 边 取 极限 得 


0> lim (A:(z1(t))— A)=A.:. lim (z(t))— A112>A.8-A, 
t 一 十 oo t- 一 十 oo 


-一 lnz2(t) — lnz2(0) 26 
t 一 》 


即 B < 鲍 ， 矛盾 ! 故 z1(t) 在 有 限时 间 内 6 绝 灭 。 
2) 的 证 明 类 似 于 文 | 各 定理 的 证 明 ( 略 )。 


4 ”对 定理 结论 的 一 些 解释 


由 定理 1、 定 理 2 的 结论 可 知 ， 当 6 < 完 (i = 1,2) 时 ， 只 要 限定 种 群 z1(t)，z2(t) 的 初始 
数量 z1(0)，z2(0) 在 一 定 的 范围 内 (不 能 太 大 ， 也 不 能 太 小 )， 即 可 保证 种 群 z;(t) 永远 6 持续 生 
存 。 这 与 实际 情形 是 相符 的 ， 我 们 作 如 下 分 析 。 

对 于 食 饵 种 群 z1(t)， 若 初始 数量 z1(0) 太 小 ， 显 然 无 法 保证 x1(t) 永远 6 持续 生存 。 但 由 于 
捕食 种 群 x2(t) 以 食 饵 种 群 z1(t) 为 食物 来 源 ， 因 此 若 z1(0) 太 大 ， 会 使 捕食 种 群 x2(t) 生长 过 
快 ， 从 而 导致 食 包 种群 21(t)B 的 绝 灭 ;同样 ， 若 捕食 种 群 的 初始 数量 za(0) 太 大 ， 显 然 会 使 食 
饵 种 群 zl 的 很 快 6 绝 灭 。 但 若 zz(0) 太 小 ， 则 会 使 食 饵 种 群 zi(b) 生长 过 快 ， 从 而 导致 捕食 种 
群 z2(t) 生长 过 快 ， 这 又 进一步 会 导致 z1(t) 会 迅速 6 绝 灭 。 因 此 ， 只 有 当 z1(0)，z2(0) 都 限定 
在 一 定 范围 内 时 ， 才 能 使 食 饵 种 群 z1(t) 永远 6 持续 生存 。 
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对 于 捕食 种 群 z2(t)， 车 食 饵 种 群 的 初始 数量 zi(0) 太 小 ， 则 显然 无 法 保证 zz( 轨 6 的 持续 生 
存 ， 但 车 z1(0) 太 大 ， 会 使 捕食 种 群 z2(t) 生长 太 快 ， 从 而 导致 食 饵 种 群 zi 人 6 的 绝 灭 ， 这 又 
进一步 使 捕食 种 群 z2()8 发 生 绝 灭 ， 同 样 ， 若 捕食 种 群 的 初始 数量 x2(0) 太 小 ， 则 显然 无 法 
保证 zz2()8 的 持续 生存 ， 但 车 z2(0) 太 大 ， 会 使 食 乌 种 群 z1()8 发 生 绝 灭 ， 从 而 导致 捕食 种 
群 z2(#)8 的 绝 灭 。 因 此 ， 只 有 当 zi(0)，za(0) 都 限定 在 一 定 范围 内 时 ， 才 能 使 捕食 种 群 22(t) 永 
远 有 持续 生存 。 
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人 Abstract: By using the limit theory and extension method, this paper studies the persistence and the 
extinction of a two-dimensional predator-prey Lotka-Volterra model in finite time. Namely, there are 
the 8 persistence and the 6 extinction of populations. It is discovered that the DB persistence and the O 
extinction of popujations are relevant to the initial quantity of populations. Under some conditions, the 
predator and the prey are 8 persistent in any finite time if the initial quantity of the two populations 
is limited within certain range. 
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